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　　はじめに
　現実の経済過程は，常に連続的に進展する（A．Marshall）と考えるの
か，あるいは不連続的な質的変化を経て進展する（K．Marx，　J．A．
Schumpeter）と考えるのか。これは大きな問題であるが，連続的な経済
過程の分析については，早くから数学的分析用具（微分方程式，差分方
程式）の利用が可能であり，特にマクロおよびミクロの循環的変動の動
学分析に広く利用されてきた。その場合，パラメータの値によって変動
のパターン（均衡経路への単調収束，循環的収束，永続的循環，循環的
発散，あるいは単調発散）がいかに異なりうるかが分析される（例えば，
SamuelsorHicks型の景気循環モデルや蜘蛛の巣型の市場需給モデ
ル）。
　しかし現実の経済過程は，システムのパラメータがかりに一定である
としても，まったく同様の変動パターンを繰り返すとは限らず，予測不
可能ともいえる不規則的変動を恒久的に示すかもしれない。このような
変動を解明するために，本来安定的な微分方程式体系や差分方程式体系，
あるいは微分・差分混合方程式体系に，外生的な不規則的衝撃が加えら
れたモデルも構成された（例えば，Frisch（1933））。
　近年，外生的な不規則的衝撃に依存することのない決定論的な動学モ
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デルによっても，そのような現実の経済過程に類似した不規則的変動を
コンピュータによって描き出しうることが，カオス動学（chaotic
dynamics）を応用することによって明らかにされるに至った（小野
（1995）参照）。パラメータがある値から連続的に上昇していくにつれ
て，均衡点の個数は初めは1個であったものが，やがて2個に，そして
22個に，’ｳらに23個に，…　と倍増していき，それとともに極限循環（limit
cycle）の周期も倍増していく。これがパラメータ変化による均衡点の個
数と循環周期の分岐（bifurcation）である。この場合，パラメータの値
がある範囲内に留まるため均衡点の個数と循環の周期は一定であっても，
パラメータの上昇につれて均衡値と循環の振幅は連続的に変化する。
　さらにパラメータが大きくなってある値に達すると，カオス領域に突
入する。この領域内では，パラメータは一定でも変数は二度と同じ変動
パターンを繰り返すことのない予測不可能な動きをする。しかしある枠
を越えることはなく，内側からそれに近づいては内側に離れ，離れては
近づく非周期的な運動を無限に繰り返す。このようにカオス的運動が引
きつけられはするが，けっして収束することのない枠がカオス的アトラ
クター（chaotic　attractor）あるいはストレンジ・アトラクターである。
カオス領域内でパラメータが上昇するにつれて，カオス的アトラクター
の大きさは連続的に拡大する。なお，カオス領域内でパラメータが連続
的に変化するにもかかわらず，カオス的アトラクターの大きさが不連続
的に変化する不連続分岐が現れることも知られている。これは内部カタ
ストロフィー（interior　catastrophe）によるものである（ThQmpson＆
Stewart（1986）訳書，　pp．273－281）。
　以上，要点を示したように，カオス動学によって明らかにされたこと
は，パラメータが変化してある値に達することに均衡点の個数と循環周
期の分岐が起こり，やがてはカオス現象が起こるに至ることである。極
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限循環やカオス現象が起こるパラメータの値域では，パラメータの値は
一定に留まっているとしてもそのような現象が永続するのである。
　しかし経済システムによっては，パラメータの値が変化しない限り一
定の均衡状態に留まっており，パラメータの変化につれて移動均衡経路
を進むということもあるであろう。（上述のパラメータ変化の過程でも，
均衡点が1個から2個への分岐が起こらないうちは，システムはこのよ
うな状況にありうる。）そしてこのような連続的な移動均衡経路を進んで
いく領域においても，突如，不連続的な質的変化が起こり，システムは
下方に，もしくは上方にジャンプして，別の新しい均衡経路に移動する
こともありうるであろう。
　このような動向も含めて広く一般的に，不連続的な運動を直接分析し
ようとする数学理論が1970年代の初めに現れ，その理論はすぐさま自然
科学，人文科学や社会科学の分野のさまざまな現象に適用されて，それ
らの解明が試みられた。その理論の背景や系譜はさらに昔にさかのぼる
が，体系化された形で「カタストロフィー理論（Catastrophe　Theory）」
として提示されたのは，Ren6　Thom　（1972）によってである（これに
至る理論的背景や系譜については，例えば，Rossar，　Jr．（1991），Sect．1．
2；Sect，2．3．1参照；またThom（1977）訳書，「第2版序」と「日本語版へ
の序」および「訳者あとがき」も参照）。そして特にEC．Zeemanはその
理論の彫琢と発展，および応用と普及に努めた。もちろんその他の多く
の人々も研究にたつさわってきた。わが国で精力的に研究を進め，理論
の普及にも努めてこられた学者としては，Zeemanとも親交のある野口
広教授がおられる（Thomも含めて，文献については末尾の文献表参
照）。
　さて，catastrophe（英語ではカタストロフィー，仏語ではカタストロ
フ）の語源はギリシャ語のkatastroph6であり，大変動，終末，破局な
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どと邦訳されている。　たしかにMarべの恐慌論のような場合は「破局」
という語がふさわしいであろうが，Schumpeterの革新による経済発展
論の場合には「破局」ではなく「躍進」というべきである。要するに，
いずれの場合も不連続な質的変化をいうわけであるから，以下でもこの
意味でカタストロフィーという語を用いることにする。
　カタストロフィー理論によれば，それまで均衡状態にあったシステム
が突然カタストロフィーに陥るのは，パラメータは連続的に変化してい
るにもかかわらず均衡点の個数が分岐して，それまでのシステムの均衡
点が突然消滅し，移行すべき新しい均衡点の位置が不連続的に変化する
ためである。したがってこの理論においてもカオス理論におけると同様
に，分岐理論が重要な基礎の1つをなすのである。両理論の基礎をなす
分岐理論はHenri　Poincar6にさかのぼるが（分岐理論という名称も彼
による：大和瀬，p．122参照），カタストロフィー理論とカオス理論は発展
の経緯も異なるし，以上からも知られるように，分析対象も異なる。し
かしThomによれば，前者の拡張が後者であるが（Rossar，　Jr．（1991），
p．30），前者の研究の中心となるのは「基本カタストロフィー理論（ele－
mentary　catastrophe　theory）」である（elementaryは「初等」とも訳
されているが，本稿では「基本」の語を用いる）。これは分岐理論のかな
り限られた部分であるが，Rossar，　Jr．も述べているように（p．20），それ
でもなお現実の経済過程にもみられるような不連続性を分析するために
は有用なのではなかろうか。そこでまず本稿でその理論自体について考
察し，ついで続稿で経済分析への適用を検討してみることにしよう。
1　カタストロフィー現象分析の基本モデル
1　予備的考察
従来の数学，特に解析学では，必要な次数まで微分可能な連続関数が
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研究の対象とされてきた・その研究成果を応用して分析を行う数理経済
学の分野でも・連続的に変化する経済諸変数とそれらの間の連続関数を
用いて，もっぱら研究が行われてきた。Re漉Thomによって提示され
たカタストロフィー理論は，それまでの数学がまったく研究の対象とし
なかった不連続現象を，数学の研究対象にいれようとする初めての試み
であるとされている（野口・福田（1976），p．1）。
　急激で不連続的に起こる質的変化という意味でのカタストロフィー現
象は，現実にさまざまな分野でみられるが，それらは一様ではなく，あ
る場合には巨大で広範囲に及ぶものであったり，複雑すぎたりして，現
在の数学では解析しきれないような現象もある。しかし生物学や心理学
の分野，あるいは経済学や政治学の分野におけるカタストロフィー現象
には，定性的には比較的に解析しやすいものが多いことが明かにされて
きた（野口・福田，p．2）。
　しかしながら，絶えず変転して限りない多様性を示すシステムの諸事
象を全体的に網羅する全体モデルを構築して分析することは，困難であ
るし不可能でさえあろう（Thom（1977）訳書，　p．9）。関連ある諸事象の
全体的マクロ的な外観が「形態」であるが，これは，それらの局所的事
象の多数が集積してできたものである（p．10）。1つの局所的事象を他か
ら切り放して，独立的なモデルを構築して分析することは，可能であり
有用でもある。たとえシステムの全体的な現象は不可知であっても，過
程に関する局所的知識はそれによって大いに改善されるであろう（p．
9）。このような考えに基づいて，Thomは「システムの局所状態を記述
するための…　一般的なモデル」（p．8）を構成する。以下の考察の手助
けともなりうるから，ここでその概略を述べておこう（pp．8－13参照）。
　まず，システムの全体的な諸現象のすべては把握しえないが，それら
はすべて実数のn次元集合体である「多様体（manifold）」上で起こる。
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この多様体については深い数学的性質は必要とされず，単に概念のみが
必要とされる。例えば四＝1の1次元多様体は曲線であり，η＝2の2次
元多様体は曲面，”＝3の3次元多様体は滑らかな立体像である。ここで
は局所的現象が研究対象であるから，その現象が起こる多様体の小部分
をなす滑らかな部分多様体（smooth　submanifold）R〃のみが考えられ
る。このR〃は，いわば母体である多様体に滑らかに埋め込まれている
（数学的にいえば，各点で一意に定まる接超平面をもつ1多様体につい
てさらにに詳しくは，例えば，Poston＆Stewart（1978＞訳書，　pp．68－
9；野口・福田，第3章参照）。
　例えば3次元の場合，部分多様体R3は図のような滑らかな立体曲面
　　　　　　　　　　　　　u
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ
κ
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〃
になり，局所的現象はすべてこの曲面上で起こるとされるのである。こ
のような現象が起こるのは，システムのパラメータ（外部変数）のもと
で決定される行動変数（内部変数）によって，システムの均衡値yが決
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定されるからである。図の％を外部変数，κを内部変数とすると，γ，
％，およびκの間の関係はポテンシャル関数y（％，κ）として表され，
例えば図の曲面1～3のように描かれるのである。なお，見やすくするため
に（〃，κ）平面を別に曲面の下側に描いてある。システムの目標がもし
γの極大化であるならば，所与の％に対して目標達成のためのκが決
定され，レが決まる。πが正領域で連続的に変化すると，κも連続的に
変化し，yは曲面の峰上を連続的に移動する。しかしπが正から負に変
化するとき，％＝0においてyの極大点は消滅し，ここにカタストロフ
ィーが起こるのである。
　3次元の場合にはカタストロフィーが起こるのは1点であるが，外部
変数や内部変数が複数個になって多様体が4次元以上になると，1点で
はないカタストロフィー集合κが現れることになる。多様体上のシステ
ムの点がカタストロフィー集合κをある方向から横断しない限り，カタ
ストロフィーは起こらず，システムの局所的性質は変化しない。しかし
そのようにしてカタストロフィーが起こると，常にシステムの性質は不
連続的に変化し，それまでの形態が変わって新しい形態形成が行われる
とされるのである。Thom（1972，1977）は「静的モデル（static　model）」
を構成して，このようなカタストロフィーによる形態形成の局所的事象
の最も基本的なものを「基本カタストロフィー」と名づけて分類し，そ
れらによって現実に起こりうるカタストロフィーを定性的に解析するた
めの基礎を提示したのである。
　では，カタストロフィー研究の基本となる静的モデルの考察から始め
よう。なお以下では，厳密な数学的展開は他の専門書にゆずって，経済
分析への適用可能性という観点から検討していくことにする。基本カタ
ストロフィー理論の数学的構造やThomの分類定理の証明などについ
ては，線形代数学と微積分学の知識が前提されてはいるが，野口・福田
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（1976），野口（1977），Poston＆Stewart（1978）などを参照。またRossar，
Jr．（1991）；Tu（1994）；Lorenz（1993），　Chap．7も有用である。平易で
詳しい解説としては，野口教授の諸著書がある。以下ではこれらの文献
を適宜参照した。
　2　基本モデル
　一般的にカタストロフィーを引き起こしうるシステムの局所的事象の
関数関係として，システムの外部変数，パラメータ，あるいは制御変数
（コントロール変数）などといわれるん個のπ湿＝1，・・，々）と，これ
らのもとで決定されるシステムの内部変数，状態変数，あるいは行動変
数などといわれるη個の錫（ノ＝1，・・，η）と，現象γの間に成立す
る，ポテンシャル関数
　　（1）　γ＝y（π，κ）；
　　　　　　　　　〃＝（κ、，・・，〃々），κ＝（κ1，・・。κη）
が想定される。yはまた「目的関数（objective　function）」ということ
もできる（Tu（1994），p．227＞。制御変数πが決められると，それはん次
元のコントロール空間（control　space）σの1点で示される。これに対
応して決定される状態変数ないし行動変数κは，η次元の行動空間（bi－
havior　space）Xの1点で示される。コントロール空間σのどの点πに
対しても（1）によって現象γの1点が定まるから，（1）は
　　（1a）　γ：σ×X→R
としても表せる。ここでπは実数の集合である（野口・福田，p．4）。
　また，コントロール空間の1点πが与えられる場合，これをγに代入
してκのみを変数とする関数，
　　（2）　％＝聾ω
を考えることができる。これはまた，
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　　（2a）　y：π×X→R
と表せる。
　以上が理論の出発点となるシステムの局所的なポテンシャル関数であ
るが，その上に理論が構築されうるためには，関数は構造安定性（struc－
tural　stability）を有していなければならない（Thom（1972，1977）訳書，
pp．19－20；また，野口・福田，　pp，6－7，より簡単には野口（1976），pp．182
－4参照）。制御変数のある値％を設定してからしばらく後に，完全に同じ
条件πを設定しようとしても不可能であり，後者は前者と僅かながらに
しても異なる。またポテンシャル関数には，κに影響を及ぼすすべての要
因が考慮されているわけではないから，外部の影響もありうる。したが
って科学的な分析を行いうるためには，設定する条件πと外的影響の摂
動（perturbation）に対して，πのみによって決定されるものとされてい
るκは，量的にはともかく，質的には無関係で安定性を有していなけれ
ばならない，とされるのである。
　さらにまた，起こりうるカタストロフィーの類型を少数の最も基本的
なものに分類して定性的な解析を行いうるためには，後に詳しくみるよ
うに，パラメータ％の中のあるものの値が変化しても関数の極値（極小
値や極大値）の個数と性質は変化しないという意味でも，関数は構造安
定性を有していなければならないとされるのである（Lorenz（1993），p．
234）。
　以上をまとめて簡単にいえば，関数γ（π，κ）が構造安定であれば，
それを多少変えたどの関数も元の関数γと同じ定性的性質（臨界点の
個数と性質）を有する，ということである。Thomの言葉を借りれば
（Tholn（1968）訳書，　p．120），「構造安定とは，その関数yを十分小さ
く摂動させたとき，摂動した関数（y十∂y）が最初の関数レと同じ（位
相的）形態のままでいる，ということである。」（構造安定性についてさ
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らに詳しくは，野口・福田，第4章；Poston＆Stewart，6章などを参
照。）
　以下では，構造安定化に最小限必要とされる条件を備えたポテンシャ
ル関数について考えていく。後にみるように，カタストロフィー理論で
問題にされる構造安定なポテンシャル関数は多項式で表されるが，この
場合には構造安定化に最小限必要とされる条件はパラメータの個数ん
となる。このような構造安定ポテンシャルを，前掲の関数記号γに代え
てFで表すことにしよう。すると（1）および（1a）はそれぞれ
　　（1）　F＝F（π，κ）
　　（1a）　　　F：σ×X→、R
と書き換えられ，（2）および（2a）についても同様に，
　　（2）　　1『π＝F㍑（κ）
　　（2a）　　F：z4×X→1～
と表せる。
　そしてカタストロフィー理論ではF（κ，κ）の臨界点（critical　points）
のみが考えられることになる。そのため，（1）から微分方程式αは時
間），
　　（3）　　砒／4’＝一grad　F（π，　κ）
　　　　　　　　　二（一∂」F／∂κ1，・　・，一∂F／∂％η）囮κ）
　　　　　　　　　＝！（z4，κ）
がまず導出される。これはグラジエント・システム（gradient　system）
といわれるが，Lorenz（1993）はdynamical　systemと呼んでいる（p．
236参照）。そしてF（z4，κ）の臨界点集合を求めるために，
（4）　　∫（z6，　κ）＝0
とされる。
　すなわちこのモデルでは，与えられた制御変数（パラメータ）πに対し
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てFの極値（極小値あるいは極大値）を与えうるようなんで示される，
システムの均衡状態のみが考えられているのである。そこで次の2つの
仮定がおかれることになる。
　第1は，制御変数％の変化による新しい均衡点への移動は瞬時になさ
れるというものであり，このために，パラメータの変化はきわめて緩慢
であるのに対して，状態変数の変化はきわめて急速であるとされる（Tu，
p．227；Lorenz，　p．235＆n．6参照）。パラメータの連続的な変化に対して，
均衡点への移動は連続的に円滑になされること（移動均衡）もあれば，
不連続的にジャンプしてなされること（カタストロフィー）もある。
　第2は，システムの目標の設定であるが，通例，状態は常にポテンシ
ャルF＠，κ）の極小値に移動するとされている。
　このようにモデルは，システムの静態均衡（static　equilibrium：Tu，　p．
227）もしくは定常均衡（stationary　equilibrium：Rossar，　Jr．，　p．13）の
みを考える構造になっており，このためにThomのモデルは「静的モデ
ル（static　model）」といわれているのである（なお静的モデルの定義に
ついては，野口・福田，p．4参照）。しかし経済学の分野では，1時点にお
ける均衡の分析は「静学（statics）」というのに対して，時間経過につれ
て進展する移動均衡や不連続的な発展の分析は「動学（dynamics）」とい
うのが習わしである（この区分の図解による考察や，諸学者による静学
と動学の定義の検討については，Baumol（1970），　Chap．　One参照）。制
御変数が変化するには時間を要するから，カタストロフィー理論による
経済システムの移動均衡やカタストロフィーの分析は，動学というべき
であろう。
　さて，カタストロフィーの解明は，このモデルの均衡曲面（部分多様
体1～りの研究によってなされる。では先に進もう。
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　3　カタストロフィー集合
　さて，ポテンシャルFの臨界点の集合毎は（4）により，
　　（5）　M＝｛（π，κ）∈σ×Xl∫（％，κ）＝0｝
であり，これによってθ×X空間の曲面躍が構成される。そしてFの
極小値を与える〃上の点集合Gは，
　　（6）　G＝｛（π，κ）∈σ×Xl∫ニ0，σ／∂κ＞0｝
によって示される。
　所定の鋸に対応するポテンシャルFの極小値は1個とは限らず，複
数個存在する場合もありうる。（そのいずれがπに対する最適値として
選ばれるのかという問題は，後に取り上げるとして）％の変化による元
の状態から新しい状態への移動が，連続的でなく不連続的なジャンプ（カ
タストロフィー）によって起こるのは，麗の変化によって極小値の個数が
変化する点においてである。すなわち，このモデルではコントロール空
間のある点においてカタストロフィーが起こりうるが，そのようなすべ
ての点の集合であるカタストロフィー集合Kを見いだすことができる。
そしてこれはまた，カタストロフィー関数C厩（つとして表すこともで
きる　（Rossar，　jr．，　p．13）。
　さて，コントロール空間のカタストロフィー集合（カタストロフィー
写像）κの形態，したがって起こりうるカタストロフィーの態様は，そ
れに対応するポテンシャル関数によって異なりうる。しかしながら構造
安定性を有するポテンシャル関数γ（％，κ）と同値の一群の構造安定関
数の中のポテンシャルをもつシステムで起こる現象は，すべて必ず質的
に同じであり，構造安定な現象となる。このモデルはこのようなシステ
ムを想定しているのである。したがってカタストロフィー現象の分類は，
構造安定なポテンシャル関数を分類すればよいことになるとされるので
ある（野口・福田，p．7）。
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　指摘したように・所定の％に対応する極小値が1個とは限らず，複数
個存在する場合もありうるが，そのいずれが選ばれるかによって，同一
のポテンシャルFのもとでもカタストロフィー写像Kは異なる。複数
の極小値のいずれを祝に対応する状態とするのかを定めるための「慣例
ないし規約（convention）」として，通常，次の2つのいずれかが採用さ
れている（野口・福田，pp．4－5）。すなわち，
マックスウェルの規約（Maxwe11　convention）：Fi麗×κ：M→Rの
　　　極小値のうち最小値を与えるMの点κを点％に対応する状態と
　　　する。
遅れの規約（delay　convention）：Flπ×κ：盟→R　の極小値のうち，
　　　それまでの履歴（hysterisis）によって定められた最小値を与える
　　　44の点κを点πに対応する状態とする。すなわち，点π’に対して
　　　点κ’が状態を示していたとき，〆の近くの点％ではF（〆，κ1）
　　　に最も近い極小値F（z4，κ）を与える点κがπに対する状態とさ
　　　れる。
　物理・化学的な事象の場合には，マックスウェルの規約がよく採用さ
れるが（Thom（1972，1877）では主としてこの規約が採用されてい
る），社会科学の場合には遅れの規約に従うことが多いとされている（野
口（1976），p．80；野ロ・福田，　p．5）。遅れの規約に従う場合には，極・』・値
の個数を変化させる点π（すなわち分岐点）のどれかにおいて，状態が不
連続にジャンプするカタストロフィーが起こるのである。後に詳しくみ
るように，この場合にはカタストロフィー集合κは分岐集合（bifurca－
tion　set）Bになる。
　この分岐集合Bは，静態均衡曲面M上の特異点集合（singularity　set）
Sのコントロール空間への写像である。特異点集合Sは，
　　（7）　　S＝｛（π，　κ）　∈θ×Xl！＝0，　εり「／∂Lτ＝0｝
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として定義される（Lorenz，　p．236，＆n．8）。そしてコントロール空間の
分岐集合Bは，
　　（8）　B＝｛π∈σ1〆＝0，σ／∂κ＝0｝
となる。
　Thom（1972）は，それぞれ同じ様相のカタストロフィー集合をもち，
したがって同じ様相のカタストロフィー現象を生起させうる，7つの構
造安定なポテンシャル関数を提示し，それらによって基本的なカタスト
ロフィー現象を定性的に解明しうることを示した。分析は数式的展開に
よらず，グラフによって示される。すなわちカタストロフィー理論では，
現象の解明がグラフ化して示されるため，現象の本質を直感的に理解し
うるという利点がある（例えば，野口（1973），pp．304参照）。　Thomの
基本カタストロフィーの分類の考察に進む前に，以上述べてきたことを
彼の示した最初の2つのポテンシャル関数について図解して検討してお
こう。社会科学，特に経済学の分野では，これらの2つがよく応用され
ている。
II　フォールドおよびカスプのカタストロフィー
　Thomが分類した7つの初等カタストロフィーの最初の2つは，「フ
ォールド（fold＝折り目，折り曲げ）」および「カスプ（cusp＝尖端）」と
名づけられたもので，社会科学，特に経済学の分野でよく応用されてき
た幽（なお日本語では通常，前者は「折り目」，後者は「くさび」と呼ばれ
ているが，以下では上記のカタカナ名を使用する）。
　1　フォールドのカタストロフィー：制御変数1個の場合
最も簡単なフォールドのカタストロフィーを起こさせうる構造安定な
ポテンシャル関数は，1個の制御変数麗、＝αと1個の状態変数κをもつ
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次式（前掲の（1）に相当），
　　（9）　　17「（α，　κ）＝　（1／3）κ3十αん
である（κ3の係数は便宜上1／3としてあるが，ゼロでなければ任意で
よい）。これは図1のような3次元のグラフになる（Tu（1994），p．232，　Fig。
10．20参照）。αが負の領域では，所定のαに対してポテンシャルは1個の
極小値をもつが，αが正になるとポテンシャルには極小値がなくなる。
　（9）に（3）と（4）を適用して，（前掲（5）に相当する）臨界点
集合Mが，
　　（10）　〃＝κ2＋α＝0
として得られる。これは図2のように，αが非正の領域における放物線，
κ＝±（一α）112である。そして躍上の極小点の集合61は，
　　（11）　G＝κ一（一α）1／2＝0
であり，躍上のκが非負の部分（放物線の実線部分）である。Gをα軸
　　　　　　　　　　　　　　　F
0
?
図1
103
そ」．重カーコントロール空間
几4
G
アトラクター
B
?
?
?
’
’　　　，’@，4ρ’’
　，　一f
　，’f リベラー
　　　　　コントロール空間
　召〈0　　　　　　　　　召＞0
1＿一4L。一。
〆アトラクター
　　　　　　　　　　　　　　　図2
（コントロール空間）上に正射影すると，図のようにα軸の非正の部分
となる。
　前掲（7）で定義された必上の特異点集合Sは，
　　（／2）　　　∫＝2κ＝0
であり，図の放物線の原点である。Sをα軸上に正射影した分岐集合β
〈前掲（8）式）は，ここではσ＝0の点（原点）となる。
　次に進む前に，制御変数（パラメータ）αが負，0，および正のとき
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の，ポテンシャル凡（κ）のグラフをみておこう。それらは，それぞれの
値のαのところでα軸に垂直な平面でポテンシャル曲面を切った切り
口であるが，図2にはαが一1，0，および＋1の場合の曲線が描かれ
ている。α＝0の点では凡は1個の特異点（F軸とκ軸の交点における
変曲点）をもつのみで，極小値も極大値ももたない。α＞0の領域でも同
様である。すなわちαが非負の領域には，システムが向かう点，いいか
えればシステムを引きつけるアトラクター（attractor）は存在しない。
しかしα〈0の領域では，凡は極大点と特異点，そして極小点をそれ
ぞれ1個ずつもっており，1個の極小点がアトラクターである。システ
ムが向かわない極大点と特異点はりペラー（repellor）である。
　さて，問題の核心に進むことができる。制御変数αがマイナスのある
値をとるとき（それはコントロール空間の1点，すなわちα軸上の1点
で示される），状態変数κはそれに対応する行動空間の曲線0上の1点
で示される。これはポテンシャル凡曲線の極小点であり，ポテンシャル
Fのグラフの極小点である。αの値が大きくなり，α軸上を右方向に移動
すると，κはG曲線上を原点に向かって動いていき，またポテンシャル
の極小点も原点に向かって動いていく。αがゼロになると，κはゼロにな
ってポテンシャル凡（0）は1個の特異点をもつのみとなり，極小点は
消滅する。そしてαがプラスになるともはや極小点は存在せず，アトラ
クターのない状態になる。すなわち，αがマイナスからプラス方向に動い
ていくとき，α＝0の点でそれまで存在した極小点が突然消滅し，以後そ
れが存在しない状態に変わるという現象が起こるのである。これがカタ
ストロフィーであり，α＝0の点で起こる。
　これと逆に，初めαがプラスであると極小点は存在せず，アトラクタ
ーのない状態から出発することになる。αの値がしだいに小さくなって
マイナスになる途中，α＝0の点でカタストロフィーが起こり，1個の極
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小魚が現れてアトラクターが存在する状態に変化する。
　このように，αが負から正に，あるいは正から負に変わるいずれの場合
にも，カタストロフィーはコントロール空間（α軸）のα＝0の点で起こ
る。この点が，放物線（臨界点集合）Mの原点（特異点S）をα軸上に
正射影した分岐集合Bである。この分岐集合Bを境として，アトラクタ
ーが存在する領域とそれが存在しない領域とに分離されるのである。一
般的には分岐集合の原点をカタストロフィーの点というが，ここでは分
岐集合は1点であるから分岐集合自体がカタストロフィーの点である。
このフォールドのカタストロフィーの点にポテンシャルκ3が定まって
いるのである（野口（1973），p，151）。
　2　カスプのカタストロフィー：制御変数2個の場合
　ここでは2種類のカタストロフィーが起こりう．る。すなわち，カスプ
とフォールドのカタストロフィーである。以下，順次に考察していこう。
（1）カスプのカタストロフィー
　カスプのカタストロフィーを生起させうる構造安定なポテンシャル関
数は，2個の制御変数κ1＝αおよび殉＝6と1個の状態変数κをもつ，
　　（13）　　　F（α，　δ，　κ）＝　　（1／4）　κ4十（α／2）　κ2一トろん
として表せる。これは4次元のため，その臨界点集合の曲面Mから出発
する。これは（前掲（5）に相当する）
　　（14）　　　ル1＝＝　｛（α，　ろ，　κ）　1∂17／∂％＝κ3一トακ十わ＝0｝
となり，そのグラフは図3の曲面〃のように，原点を中心にしてα≦0
となる手前の部分をS字形に滑らかに折り曲げてできる曲面である（例
えば，ジーマン＝野口，ρ．75）。そして〃上の極小点集合Gは
　　（15）　　　G＝　｛（α，　δ，　κ）　1∂F／∂％＝0，　∂2F／∂％2＞0｝
となる。これは曲面Mの陰の部分（極大点集合：M－G）を除いたル1
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の表面Gである。
　また〃の特異点集合Sは，
　　（16）　　　S＝　｛（α，　ゐ，　κ）　1∂F／∂％＝0，　∂2F／∂κ2＝3κ2十α＝0｝
である（前掲（7）に相当する）。グラフでは，これは曲面MがS字形
に滑らかに折り曲げられてできる2本の折れ目の線Sとして示され，κ
軸に平行な直線はすべて∫上の点において曲面Mに接する（Lorenz，　p．
236；野口（1973），pp．137－9；ジーマン＝野口，p．75参照）。
　特異点集合Sをコントロール平面に正射影すると分岐集合．8になる
が，これは（14）と（16）より
　　（17）　　　B＝　｛（α，　ろ）　14α3→一27∂2＝0｝
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である（前掲（8）に相当する）。カタストロフィーを引き起こしうる分
岐集合βの図形（図3の下側）がカスプ（cusp＝尖端）の形をしている
ため，ここで起こりうるカタストロフィーはカスプのカタストロフィー
と名づけられたのである。（ちなみに，この図形は19世紀中ごろに
RiemannとHugoniotによって流体力学，特に衝撃波の研究中に発見さ
れたため，Thomは初めはRiemanrHugoniot（リーマン＝ユゴニオ）
のカタストロフィーと呼んでいた（Thom（1977）訳書（1980），p．75；ジ
ーマン＝野口，pp．75－6）。また，分岐集合Bの曲線の先端瓦はカスプの
カタストロフィーの点と呼ばれる。
　ここで，曲面Mが図3のようになる理由を確認しておこう（Postpn＆
Stewart（1978）訳書（1980），pp，82－3参照）。
　特定の制御変数（α，のに対するポテンシャルFの臨界値は，（14）
により，プ（κ）＝κ3＋砿＋ろ＝0の根によって与えられる。根の性質は3次
方程式の判別式
　　1）＝4α3十27δ2
を用いて，D＜0か，0＞0か，あるいはD＝0かによって定まる。と
ころで，コントロール平面のカスプ・カタストロフィー分岐曲線Bの方
程式は，（17）により，4α3＋2乃2＝0であり，カスプ曲線B上ではD＝
0である。カスプ曲線Bの内側ではD＜0であり，外側ではD＞0であ
る。したがって曲面M上の点（臨界点）の性質は，分岐曲線βに対す
るコントロール点（α，のの位置関係によって定まることになる（図4aの
下方のグラフ参照）。
　コントロール点が曲線Bの内側にあるとD＜0で，3個の相異なる
実根があり，最大根と最小根はポテンシャルFの極小値を与えるが，中
間の根はFの極大値を与える。コントロール点が曲線βの外側にある
とD＞0で，1個の実根（Fの極小値を与える）と1組の共役複素根が
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ある。また曲線B上にあるとDこ0で3個の実根があるが，カタストロ
フィーの点β。（α＝ろ＝0）では3個の根が等しく，3重根となる。点β。
を除く曲線β上では，等しい2個の根（等根）と別の1個の根があり，
前者はFの特異点を，後者は極小点を与える。
　以上から明らかなように，臨界点集合の曲面〃は分岐集合βの外側
では一重の曲面となり，この曲面上の点はすべてコントロールの点に対
するポテンシャルFの極小点を与える。しかし分岐集合Bの内側では
曲面班は三重になり，上面と下面はコントロールの点に対してFの極
小点を与えるが，中間の曲面はFの極大点を与える。そこで極小点集合
Gは，曲面〃からこの中間の曲面を除く部分となるのである。
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　制御変数（パラメータ）が分岐集合Bの外側にある限り，いかように
動いてもFの極小点は一義的に決まるから，システムは移動均衡の経路
を進み，カタストロフィーは起こりえない。いかにしてカタストロフィ
ーが起こるのかを，コントロール平面の点の変化に対して行動変数（状
態変数）κとポテンシャルFの関係がいかに変化するかをみることによ
って考察することにしよう（以下，特に，野口（1973），pp．169－71，および
図97＆98；野口（1977），pp19－21，および図1．12を参考にした）。
　まずαが非負であれば，図4aにみられるようにどのコントロール点π
（α，∂）に対しても1個のκとFの極小点が定まる。そして原点（0，
0）にポテンシャルκ4が定まっている。αが負になると，点πが分岐集
合（曲線脇Bノ）の外部にあれば1個のFの極小点が定まるから問題は
ないが，点κが分岐曲線の内部に入ると問題が生じる。このことを考察
するために，α（＜0）は一定のもとで∂が直線1上を左方（マイナス）
から右方（プラス）に（1），（2），…　，（7）と移動するにつれて，ポテ
ンシャル関数F。がいかに変化するかをみよう（図4aの下側と図4b参
照）。
　コントロール点〃が（1）のとき，ポテンシャルは1個の極小点をも
ち，これがアトラクター（グラフの黒点）となる。点％が分岐曲線上の
（2）に移動すると，ポテンシャルは極小点の他に1個の変曲点（特異点）
をもっことになる。点銘が分岐曲線を越えて（3）のようになると，変曲
点は極大点と極小点に分かれて，それまでのアトラクター（黒点）に加
えてもう1個のアトラクターが現れる。（すなわち（2）までは一重であ
った曲面〃は三重になったのである。）しかし遅れの規約に従って，シ
ステムは元のアトラクターに留まっている。点％がわ＝0の（4）になる
と，新しいアトラクターは元のもの（黒点）と対等になり，さらに（5）
になると新しいアトラクターの方が強力に（ポテンシャルの極小値は元
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のものより小に）なるが，システムは依然として元のアトラクターに留
まっている。
　しかし点πがもう1本の分岐曲線上の（6）に達すると，元の極小点と
極大点が合体して1個の変曲点になり，極小点は（2）を越えたときに現
れた新しい極小点1個日なる。（三重であった曲面Mはここで再び一重
になる。）このようになるやいなや，この極小点がアトラクターとしてシ
ステムを支配するに至る。（6）のポテンシャルのグラフの矢印に示され
るように，システムは新たな支配的アトラクター（黒点）に不連続的に
ジャンプする。（それまで三重の曲面〃の上部に存在した状態点κは，
一重になった曲面〃まで落下する。）これがカタストロフィーである。
そして（7）でもこのアトラクターが支配する。
　以上のような事態は，コントロール点πが（7）から（1）まで逆方向
に移動する場合にも起こるが，これまでの道筋を単に逆にたどるのでは
ない。（7）での支配的なアトラクターは，点πが（6）で分岐曲線を越え
て内側に入っても，（2）の直前まで支配的地位を維持している（ここで
は図の（5），（4），（3）のポテンシャルの黒点がない方の極小点が支配的な
アトラクターである）。（（6）と（2）の間の分岐曲線の内側では曲面Mは
三重であるが，点κに対する状態点κは下の曲面上に存在する。）そして
点勿が分岐曲線上の（2）に達すると，それまでのアトラクターは消滅し
て，1個の変曲点と後から現れた新しい極小点1個となる。（三重であっ
た曲面Mはここで再び一重になる。）この瞬間，システムはこの新たな
支配的アトラクター（黒点）に不連続的にジャンプする。（それまで三重
の曲面〃の下部に存在した状態点κは，一重になった曲面Mまで飛び
上がる。）こうしてカタストロフィーが起こる。そして（1）でもこのア
トラクターが支配する。
　以上の考察かちわかるように，カタストロフィーが起こるのは，コン
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トロール点πが分岐集合の外側からその内側に入り，さらに進んでその
外側に出る，その瞬間である。分岐集合の内側に入った点πが逆戻りし
て，再び外側に出る場合には，カタストロフィーは起こらない（例えば，
図の（1）から（5）まで進み，・（5）から（1）まで逆戻りしてみよ）。コ
ントロール点πに対する均衡点（極小点）がひとたびシステムの状態を
示す支配的地位を与えられると，点％の変化によって他にいかに有力な
均衡点（値のより小さな極小点）が現れようとも，現行の均衡点が消滅
しない限りその支配的地位が維持され，それが消滅した瞬間に，不連続
的に他の均衡点がシステムの新しい状態を示す支配的地位を獲得するの
である（野口（1976），p．63参照）。すなわち，制御変数（パラメータ）の
連続的変化に対応してシステムは移動均衡経路を進むが，ある点におい
て，それまでの経路上の均衡点が突然消滅するや，カタストロフィーが
起こり，その瞬間それに代わる別の均衡点にシステムは飛び移り，以後，
新しい移動均衡経路を再び進むことになる。
　現在のモデルでは，2つのコントロール要因のうち，αが正でカスプ分
岐曲線が現れていなければ，6の連続的変化に対して状態変数κも，した
がってポテンシャルも連続的な移動均衡経路を：進んでいく。α＝0のと
ころでカスプ・カタストロフィーの点島が現れ，以後α（〈0）の絶対
値が増加するとともに，δ軸方向のカスプ分岐曲線の幅は広くなってい
く。αが負のもとでは，みの連続的変化にもかかわらず移動均衡の道は突
然消滅して，カタストロフィーが起こりうる。このような意味でαは「分
裂要因（spliting　factor）」といわれ，∂は「平常要因（normal　factor）」
といわれる（Rosser，　Jr．（1991），pp．14－5＞；なお訳語は，ジーマン＝野口，
p．75）。通常は，分裂要因は緩慢に変化するのに対して，平常要因は相対
的に速く変化するものと想定されている。
（2＞もう1つのカタストロフィー：フォールド
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　制御変数が2個の場合の本質的な基本カタストロフィーは，以．．ヒのカ
スプのカタストロフィーであるが，この場合，本質的ではないが，制御
変数の個数が1個少ない場合と同じフォールドのカタストロフィーも起
こりうる。このときのポテンシャルは前掲の（9）と同じであり，再掲
すれば
　　（9）　　F（α，κ）＝　（1／3）κ3→一砿
である（以下は，野口（1976），pp．190－2参照）。
　しかしここでは（α，ろ，κ）の空間で考えるのである（図5参照）。す
ると曲面κは前と同様，
　　（10）　M＝κ2＋α＝0
であり，〃上の極小点の集合も
　　（11）　0＝κ2十α＝0
である。またM上の特異点集合Sも，
M
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　　（12）　　　S＝2κ2＝0
であるが，ここでは直線（κ＝0，2＝0）となる。そしてコントロール
平面上の分岐集合Bは直線α＝0である。
　ここでろ＝0の垂直な平面による曲面Mの切り口をみると，前掲の
図2とまったく一致する放物線となる。そこでのα＝0の点はフォール
ド（折れ曲がり目）の点である。そして∂二〇の垂直平面をみ軸に沿っ
て移動させると，放物線が曲面M作り出す。この曲面〃上の直線α＝
0が特異点集合Sである。Mはこの直線に沿って折り曲げた形状をし
ているので，ここで起こりうるカタストロフィーはフォールドと名づけ
られたのである。そして3をコントロール平面に正射影させたα＝0の
直線が分岐集合Bである。
　曲面〃の折れ目より上部がポテンシャルFの極小値に対応するの
で，フォールド・カタストロフィーはこの部分で起こりうる。例えば，
図のコントロール平面上の点Pがろ軸上の点Qまで連続的に変化する
と，状態は曲面M上の点P’からQ’の直前までは連続的に移動していく
が，制御変数が点Qに達するやいなや，状態は点Qノにおいて突然消滅す
る（あるいは，ここには表されていない別の極小点にジャンプする）。
　このように，ここでのフォールドのカタストロフィーは制御変数が2
個の場合のカタストロフィーでもあるが，本質的には制御変数がαのみ
の1個の場合のフォールドのカタストロフィーにすぎず，またそのポテ
ンシャルもともに同じ式の（9）であることから，制御変数が2個の場
合の本質的なカタストロフィーとは認められないとされるのである（野
口（1976），p．191）。さらに多くの々個の制御変数がある場合についてい
えば，次に考察するThomによる基本カタストロフィーの分類にみられ
るように，起こりうるカタストロフィーは，制御変数が々個のときの本
質的なカタストロフィーか，々一1個以下のそれぞれのときの本質的で
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ないカタストロフィーのどれかになる。
　3　カタストロフィーの特徴
　これまでの考察から明らかではあるが，カタストロフィー（特にカス
プ）の特徴と考えられる点をここにまとめておこう（Poston＆Stewart
訳書，pp．88－9参照）。
　（1）カタストロフィーが起こるのは，それまでシステムの支配的地
位を与えられてきた均衡点（極小点）が，制御変数の変化によって消滅
する瞬間である。このときシステムは，以前からすでに存在はしていた
が，ここで新たに支配的地位を与えられるようになった均衡点に不連続
的に飛び移る。ThomとZeemanによってカタストロフィー的ジャンプ
（catastrophic　jumps）と呼ばれたこの現象は，カタストロフィーの第
1の重要な特徴である。注意すべきは，これは破滅や破局（に導く場合
もあろうが）ではなく，一般には下落や後退，あるいは上昇や好転を示
す現象であることである。
　（2）カスプのカタストロフィーでみたように，分裂要因αは一定の
もとで，コントロール平面の分岐曲線を平常要因ゐが横断して曲線の外
側に出ようとする，その敷居を越える一瞬にカタストロフィーが起こる。
しかしδがこの経路を逆にたどっても，状態変数κは曲面〃上の以前
の経路をそのまま逆にはたどらない。こんどのカタストロフィーが起こ
るのは，ゐが以前に分岐曲線の内側に入るために越えた点においてであ
る。コントロールの点が同じ位置にあっても，状態点の位置は異なりう
る。すなわち，コントロール点がどこを出発点としたのかという履歴に
よって，状態点の位置は異なりうるのである。これが履歴効果である。
このために，制御変数が同じ道筋を連続的に行き来したとしても，状態
変数は不連続的な上下振動をする履歴循環（hysteresis　cycle）を示すこ
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とになりうる（RosserJr．，　p．14）。
　（3）平常要因δの履歴の僅かな差が，後に行動変数（状態変数）κの
大きな差をもたらすことがありうる（野口（1973＞，pp，179－1；Rosser，　Jr．，
p．16も参照）。これはカスプに限らずカタストロフィー全般の特徴である
が，カスプの場合には図形的に特に明確である。カタストロフィーの点
島をはさんでマイナス側とプラス側に，僅かに離れた絶対値の等しい2
つのろの初期点があるとしよう。分裂要因αのマイナス方向への変化と
ともに，それぞれのろはα軸（δ二〇の直線）に平行な経路を進み，それ
に対応するそれぞれの行動点躍は曲面M上を移動する。2つのκは，初
めは曲面躍のカスプ領域の中央部にあってほとんど差はないが，一方
のκは三重の〃の上部を，他方のκは下部を進んでいくので，しだいに
その高低の差は拡大していく。こうして履歴（初期点）の僅：かな差によ
って後の大きな差がもたらされるが，これは発散性（divergence）といわ
れる特徴である。
　（4）制御変数（α，δ）の移動に連動して動く状態変数κとポテンシ
ャルFのアトラクターは，連続的かつ滑らかに，あるいは不連続的にジ
ャンプして，その移動均衡経路を進んでいく。したがって局所的にカタ
ストロフィーの点B。の近傍にせよ，ある程度の精度をもって曲面〃，特
に分岐集合が捉えられていれば，制御変数の巧みなコントロールによっ
て現象を望ましい経路に沿って動かしていくことも理論的には可能であ
る。
　（5）以上の考察は，すべてカタストロフィーの点茂の近傍で起こる
事象に関する局所的（loca1）なものであった。システムがカタストロフ
ィー的ジャンプによって進む新たな目的点（極小点）は，元の均衡点の
近傍には存在しないかもしれない。この場合には，元の均衡点の近傍，
すなわち局所的な領域に留まらず，大局的（global）に考察しなければな
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　117
らない。考察の範囲を拡大して大局的にみると，これまで考察してきた
カタストロフィーに対して対をなすカタストロフィーが現れることにも
注意しなければならない（野口（1977），pp27－9；Poston＆Stewart
（1978）訳書，p．89；Tu（1994），pp．232－4参照）。正規（primal）カタス
トロフィーに対する双対（dual）カタストロフィーである。
　すでに考察した制御変数1個の場合のフォールドのポテンシャルは
　　（18）　　F＝κ3十ακ
のように表せるのに対して，この場合の双対カタストロフィーを起こし
うるポテンシャルは，
　　（18）’　、F＝一κ3十αu
となる。図示すれば，図6aの左側の正規フォールド・カタストロフィー
に対して双対フォールド・カタストロフィーは右側のグラフのようにな
る。また，制御変数が2個の場合のカスプ・カタストロフィーについて
は，正規と双対のポテンシャルはそれぞれ
　　（19）　　　F＝κ4十ακ2十δκ
および
　　（19）ノ　　F＝一κ4十砿2十ゐκ
と表せる。それらの曲面Mのグラフは，それぞれ図6bの左側の正規カ
スプ・カタストロフィーと右側の双対カスプ・カタストロフィーのよう
になる。
　フォールドあるいはカスプのいずれについても，正規の場合の極大と
極小は逆転して双対の場合の極小と極大になる。しかし正規と双対のグ
ラフは，後者の座標（α，ゐ，κ）を（一α，∂，一κ）と変換すれば，後者
のグラフは前者のグラフとまったく同じものになり，後者の特異点集合
も前者のそれと一致する（野口，p．27）。
　注意すべき点は，カスプの場合（図6b），双対カタストロフィーでは
　118
lE規
F
α
経済システムの移動均衡とカタストロフィー
フォールド・カタストロフィー
双対
　　F
?
θ’
lE規
0 α
　　　図6a
カスブ．＝・カタストロフィー
?
0
双対
?
　　，9胸、9ψ
・出
1し・、
?
?
?
?
　・，　’．●
κ
?
?
?
?
図6b
119
正規とは逆に，曲面艀の中間面が極小点集合になり，上部と下部が極大
点集合になることである。したがってコントロール平面の分岐曲線の内
側の各点に曲面Mの1つのアトラクターが対応し，外側の点に対して
は曲面Mにアトラクターは存在せず，すべてりペラーとなる。そこで一
定のα（＞0）のもとでうが分岐曲線の外側から曲線を横切る瞬間に状態
点κがカタストロフィー的に現れ，ろの移動とともにκも移動するが，
δが再び分岐曲線を横切って外側へ出る瞬間にκは突如カタストロフィ
ー的に消滅する。すなわち（19）と（19）’のポテンシャルによるカタスト
ロフィーは同一ではないのである（野口，p．27；Poston＆Stewart訳
書，p．127参照）。
III初等カタストロフィー
　1　予備的考察
　以上において考察したフォールドとカプスのカタストロフィーの場合
にみられたように，カタストロフィー理論で問題にされる構造安定なポ
テンシャル関数は，一般に多項式で示される。行動変数（状態変数）が
1個の場合には，
　　（20）　F（π，κ）＝κη十π1κη一1十…　　十πηκo
のようになるが，構造安定であるためには，パラメータ殆のうちのいく
つかは非ゼロでなければならない。例えばη＝4の場合，パラメータがす
べてゼロのκ4のグラフと，いくつかのパラメータがゼロでないもののグ
ラフは異なる。またゼロでないパラメータの個数によって，グラフの形
状は異なり，臨界点の個数と性質も異なりうる。さらにまた，いくつか
のゼロでないパラメータをもつ同一の関数についても，パラメータの値
が変わるとグラフの形状が変化して，臨界点の個数と性質が変化してし
まうものもありうる。もちろん，このような関数は構造安定ではない。
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前節で考察した構造安定関数は，η＝3の場合の（9）〈κ3＋儂〉と，η＝
4の場合の（13）〈κ4十ακ2十旗〉であった。
　一般的に，複数のパラメータと1個あるいは複数個の状態変数からな
る多項式で表される関数F（z4，κ）についていえば，ゼロでないパラメ
ータ％のどれかの値が変化しても，関数の臨界値の個数と性質が変化し
なければ，その関数は構造安定関数（structurally　stable　function）で
ある（例えば，Lorenz（1993），p．234参照）。関数のカタストロフィーの
点におけるポテンシャルを「形成中心（あるいは組織中心）」といい，カ
タストロフィーの点の付近の構造安定なポテンシャルを，形成中心の「ヴ
ァーサル開折（versal　unfolding）」という。そしてヴァーサル開折のパ
ラメータの個数，すなわち構造安定化に必要とされるパラメータの個数
を，その「開折次元（codimesion　of　the　unfolding）」という。また，所
定の形成中心のヴァーサル開折のうち最小の開折次元んのものを「ユニ
ヴァーサル（universa1）開折」という。これはすべて互いに，その形成
中心の開折としては同値であり，その意味でただ一通り存在する。そし
てその形成中心の他のすべての開折は，ユニヴァーサル開折から誘導さ
れる。（これらの概念も他の多くのものと同様，Thomによるものである
が（Poston＆Stewart訳書，　p．152），ここでは，野口（1977），p．131；野
口（1973），p．154；Poston＆Stewart訳書，　pp．152－3；Lorenz，　p．234，＆n．
4を参考にした。）例えば，形成中心κ3のヴァーサル開折の最小次元は1
で，そのユニヴァーサル開折は先の（9）であり，κ4のヴァーサル開折の
最小次元は2，そのユニヴァーサル開折は（13）である。
　以下では，最小の開折次元々のユニヴァーサル開折が分析の対象とさ
れる。すなわち，構造安定化に最小限必要なパラメータの個数がん個の
ポテンシャル関数が考察される。
　さて，パラメータ（制御変数）は当該事象の原因を与えるものである
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から，その個数んが増加すれば起こりうるカタストロフィーの個数も増
加する。前節でみたように，ん＝1のときフォールド・カタストロフィー
の1つ，ん＝2のときフォールドとカスプの2つのカタストロフィーが
起こりうる。さらにThomによって示されたように，カタストロフィー
の個数は，々＝3のとき5個，ん＝4のとき7個，々＝5のとき11個にな
り，々が6以上になると無限個になる。Thomはそれらの11の型のカタス
トロフィーを基本カタストロフィーと呼んだのに対し，んが6以上のと
きに起こりうる分類不可能な無限個のカタストロフィーを「一般化され
た（generalized）カタストロフィー」と呼んだ（Thom（1972，1977），第
5章および第6章；またRosser，　Jr。，　pp．13－4も参照）。
　ところで，カタストロフィー理論はもっぱらグラフによって事象を解
明しようとするから，事象の原因（パラメータ）の個数が多くなりすぎ
ると直感的な理解が困難になるとともに，結果の数学的な証明も不可能
になるため，んは3次元空間に時間を加えた4次元を示す4以下とされ
ている（野口（1976），p，182；野口・福田，pp．7－8参照）。では次に，基本
カタストロフィーの分類に関するThomの定理をみることにしよう。
　2　基本カタストロフィーの分類定理（Ren6　Thom）
　Thomの分類定理は，「カタストロフィー理論の柱ともいうべき定理」
（野口（1973），p．137）である。それによって示されることは，考察の対
象としている構造安定な「静的モデル」の最小の開三次元ん（制御変数な
いしパラメータの個数）が4以下の場合には，7つの異なるユニヴァー
サル開折一状態変数が1個口場合の4つの開折と状態変数が2個の場
合の3つの回折　　しか存在せず，起こりうるカタストロフィーは7つ
の類型しかないということである。ここではその結果の一覧表だけを掲
げておこう（それまでのやや詳しい説明は，野口・福田，p．7；またRosser，
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Jr．，　PP，13－4　Lorenz，　P．234参照）。
7つの基本カタストロフィー
開折次元 形成中心 ユニヴァーサル開折 名　　称
1 κ3 κ3十礁 フォールド（fold）
2 ±λ：4 ±κ4＋ακ2＋ろん カスプ（cusp）
3 κ5 κ5＋ατ3＋δκ2＋α 燕の尾（swallow’s　tail1
4 ±κ6 ±κ6＋ακ4＋ゲ＋α2＋旗 蝶（butterfly）
3 κ3十♪β κ3＋夕3＋αでy一旗一ごツ 双曲型へそ（hyperbolic　umbilic）
3 3　　　　2κ一κy κLｪ2＋α（κ2＋夕2＞一δκ一の，楕円型へそ（elliptic　umbilic）
4 ±（κ2v＋v4）　77 ±（κ2y＋y4）＋ακ2物2一ごκ一め，放物型へそ（parabolic　umbilic）
　パラメータは殆の代わりにα，ろ，6，4とされ，状態変数はκ1とあの
代わりにκとyとされている。なお，±の両符号をもつポテンシャルに
ついては，＋のみを当面考える。
　想起されるように，ここで考えられているのは，遅れの規約に従って
ポテンシャルが極小値をとるような状態を示すシステムである。このよ
うなシステムに起こりうるカタストロフィーは，表のポテンシャル関数
をもつシステムで起こるカタストロフィーのどれか1つと同じ様相を示
すことになる。すなわち，システムのコントロール空間のある局所的一
部分で起こるカタストロフィーが7つの基本カタストロフィーのどれか
になり，全体としては7つの基本カタストロフィーのいくつかをもっこ
とになる（野口（1976），p．185）。すでに考察したように，々＝1ではフォ
ールドのカタストロフィー1個日，々＝2ではフォールドに加えてカス
プのカタストロフィーの計2個が起こりうる。表中のカタストロフィー
の名称は，んが1個増加すると以前のものに新たに加わるカタストロフ
ィー集合（コントロール空間の分岐集合）の形状に由来している（Thom
（1968）訳書，pp．129－31参照）。（定理およびそれに関連するコメントに
ついては，野口（1973），pp．139－42；（1976），　pp．184－7；ジーマン＝野口
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（1973），pp．176－8参照。なお，定理の証明は非常に労を要するものであ
るが，例えば，野口・福田（1976）参照。また他の文献については，野
口（1976），「あとがき　参考書等」参照。）
　ん＝1およびん＝2の場合についてみたように，大局的には正規と双
対のカタストロフィーが起こりうる。同様の現象が上掲の分類表中の±
の両符号をもつポテンシャルのすべてに起こる。上中のカタストロフィ
ーの名称は＋の場合の名称であり，一の場合にはそれらの名称の前に「双
対」の語が付せられることになる（諸文献の基本カタストロフィー表で
は，開折次元1の場合のκ3には±の符号がつけられていないが，この場
合にも相対が存在するから±をつけるべきであろう）。したがって，基本
カタストロフィーはん≦4の場合には7つの類型しかないとされている
が，この意昧では10の類型（上記カッコ内の理由により，11の類型とい
うべきであろう）があることになる（野口（1977），pp．28－9参照）。　Thom
の分類では双対が区別されていないが，その理由は両者の幾何学的図形
があまり変わちないからであるとされているが，々が1と2の場合につ
いてみたように，両者の極大と極小が入れ替わるから，モデルの応用に
際しては重大な差をもたらすことになり，注意すべきである（Poston＆
Stewart訳書，　p．127）。
　既述のように，社会科学，特に経済学の分野では，遅れの規約に従う
場合のフォールドとカスプのカタストロフィーがもっぱら応用されてき
た（例えば，Rosser，　Jr．，　p．24参照）。次にカタストロフィー理論による
経済分析を考察する際にも，これら2つの型の適用について考えること
にする。したがって本稿では取り上げない他の5つの図解については，
野口（1973），野口（1976），ジーマン＝野口（1973），Poston＆Stewart
訳書，pp．185－204などを参照されたい。また，マックスウェルの規約に従
う場合の図解は，ん＝2の場合について，野口（1976），pp．63－80でなされ
　124
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　経済システムの移動均衡とカタストロフィー
ている。7つの初等カタストロフィーのそれぞれを2つの規約について
考察している文献として，Woodcock＆Poston（1974）が挙げられる
（野口・福田，p．9）。
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